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一个免疫细胞抑制肿瘤免疫逃逸模型
整体解的存在唯一性
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摘　要：研究了一个免疫细胞抑制肿瘤免疫逃逸的数学模型。该模型是由强耦合的抛物型偏微分方程组成的肿
瘤生长问题。通过应用抛物型方程的Ｌｐ理论和Ｓｃｈａｕｄｅｒ估计理论，先运用Ｂａｎａｃｈ不动点定理证明了模型局部解
的存在唯一性，然后再利用延拓法证得该问题的解是整体存在唯一的。
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　　自二十世纪六七十年代以来，人们发现肿瘤生
长的基本规律可以表述为偏微分方程的数学问

题［１－１６］。随着人们研究地越来越深入，考虑的参

量越来越多，描述肿瘤生长问题的形式也越来越复

杂。最近研究发现，肿瘤的生长与其自身的免疫逃

逸机制密切相关 （肿瘤的免疫逃逸是指当机体发

生肿瘤时，肿瘤细胞通过多种机制逃避机体免疫系

统识别和攻击，从而得以在体内生存和增殖的现

象）。机体在抑制肿瘤免疫逃逸的过程中，其免疫

系统发挥着重要的功能。其中免疫细胞扮演着重要

角色，主要表现为淋巴细胞、巨噬细胞以及白细胞

等的免疫作用。基于这一机理，许多学者不断研究

免疫细胞对肿瘤生长的免疫作用，提出了一系列的

通过偏微分方程来描述肿瘤生长的数学模型，从不

同的角度刻画了肿瘤生长问题。尽管这些问题通过

数据模拟和渐近分析的实验显示其有良好的适定

性，但其严谨的数学证明更吸引一大批偏微分方程

研究者的兴趣，并获得了很多出色的研究成果。

本文将研究由 Ｌｉａｏ等［１７］提出的一个免疫细胞

抑制肿瘤免疫逃逸的数学模型，其具体的数学形式

如下：在０≤ｒ≤Ｌ，ｔ≥０区域内满足
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其中 ｃ，ｑ，Ｍ１，Ｍ２，Ｉ１０，Ｉ１２，Ｔ，ｈ，ｅ，ｗ是未知函数，分
别表示肿瘤细胞浓度、巨噬细胞集落刺激因子浓

度、Ｍ１巨噬细胞 （炎性）浓度、Ｍ２巨噬细胞
（非炎性）浓度、白细胞介素－１０浓度、白细胞介
素－１２浓度、Ｔ淋巴细胞浓度、血管内皮生长因
子、内皮细胞浓度、氧气浓度，它们均与径向距离

ｒ和时间ｔ有关；Ｄｃ，Ｄｑ，Ｄｍ１，Ｄｍ２，ＤＩ１０，ＤＩ１２，Ｄｔｃ
，Ｄｈ，Ｄｅ，Ｄｗ分别表示 ｃ，ｑ，Ｍ１，Ｍ２，Ｉ１０，Ｉ１２，Ｔ，ｈ，ｅ，
ｗ的扩散系数；λ１（ｗ），λ２（ｗ），λ５（ｗ），λ６（ｗ）为
连续的分段函数 （具体表达式如下）；ｋ，λ１，λ２，
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含义详见文 ［１７］）；ｗ０表示肿瘤表面的氧气浓度。
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　　Ｌｉａｏ等提出的该模型是对肿瘤微环境生长情况
的描述，探讨了免疫细胞 （如巨噬细胞、ＭＣＳＦ
等）对肿瘤细胞生长的影响和作用。他们通过数

值模拟和实验分析的方法解释了免疫细胞是如何抑

制肿瘤细胞免疫逃逸的。然而，该模型解的情况缺

少严谨的数学分析。故本文将对该模型的解的适定

性进行严格的数学探究。

本文研究的是一个由十个耦合的抛物方程组成

的数学模型，其中含有三个交叉扩散的抛物方程。

由于方程个数很多，互相之间又有强耦合，处理起

来比较麻烦，所以我们做了详细而繁杂的计算和数

学分析。

显然，该模型的初值属于Ｃ２＋α［０，Ｌ］且为非负
有界函数。本文的主要结论如下：

定理１　问题 （１） －（２０）在所有ｔ≥０上存
在唯一解。

１　预备引理
下面介绍一些后面部分会用到的引理。首先引

入新的记号
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ｃＷ２，１ｐ（ＱＴ）≤Ｃｐ（Ｔ）（ｃ０ Ｄｐ［０，Ｌ］

＋ φＷ１，ｐ［０，Ｔ］＋ ｆｐ）

其中Ｃｐ（Ｔ）是一个依赖于Ｄ，ｐ，Ｔ，ａ∞，ｂ∞ 的常

数，且对任意有限数Ｔ，Ｃｐ（Ｔ）是有界的。
引理 ２［１０］　如果 Ｄ是一个正常数，ａ（ｘ，ｔ），

ｂ（ｘ，ｔ），ｆ（ｘ，ｔ）∈ Ｃα，
α
２（珚ＱＴ），φ∈ Ｃ

１＋α２［０，Ｔ］，
ｃ０（ｘ）∈ Ｃ２＋α［０，Ｌ］，则初边值问题 （２１） －

（２３）存在唯一解ｃ（ｘ，ｔ）∈Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ），且满足

（ｉ）γ＝０，β＝１时，有
ｃＣ２＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤ ｃ０ Ｃ２＋α［０，Ｌ］＋

Ｃα（Ｔ）（φＣ１＋
α
２［０，Ｔ］

＋ ｆＣα，α２（珚ＱＴ））

　　（ｉｉ）γ＝１，β≥０时，有
ｃＣ２＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤ ｃ０ Ｃ２＋α［０，Ｌ］＋

Ｃα（Ｔ）（φＣ１＋
α
２［０，Ｔ］

＋ ｆＣα，α２（珚ＱＴ））

　　引理３［１４］　如果 ｕ（ｘ，ｔ）∈ Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ），则

有

ｕ（ｘ，ｔ）－ｕ（ｘ，０）Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃξ（Ｔ）ｕＣ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ）

其中ξ（Ｔ）＝ｍａｘ｛Ｔα／２，Ｔ（１＋α）／２｝。

２　解的局部存在唯一性
这部分将运用压缩映像原理证明问题 （１） －

（２０）存在唯一的局部解。对任意给定的时间 Ｔ和
正整数Ｍ（将在后面证明过程中给出），我们首先
引进一个度量空间 （ＸＴ，Ｍ，ｄ），对任意的 （ｃ（ｒ，ｔ），
ｑ（ｒ，ｔ），Ｍ１（ｒ，ｔ），Ｍ２（ｒ，ｔ），Ｉ１０（ｒ，ｔ），Ｉ１２（ｒ，ｔ），Ｔ（ｒ，ｔ），
ｈ（ｒ，ｔ），ｅ（ｒ，ｔ），ｗ（ｒ，ｔ））∈ＸＴ，Ｍ（０≤ｒ≤Ｌ，０≤ｔ≤
Ｔ），满足

０≤ｃ，ｑ，Ｍ１，Ｍ２，Ｉ１０，Ｉ１２，Ｔ，ｈ，ｅ，ｗ∈Ｃ
１＋α，１＋α２（珚ＱＴ）

且

ｃＣ１＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤Ｍ，

ｑＣ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ， Ｍ１ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，

Ｍ２ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，Ｉ１０ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，

Ｉ１２ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，

ＴＣ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，ｈＣ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，

ｅＣ１＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤Ｍ，ｗＣ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，

为了证明的简便，令

ｕ＝（ｃ，ｑ，Ｍ１，Ｍ２，Ｉ１０，Ｉ１２，Ｔ，ｈ，ｅ，ｗ），

８３



　第 ３期 丛百利等：一个免疫细胞抑制肿瘤免疫逃逸模型整体解的存在唯一性

珘ｕ＝（珓ｃ，珓ｑ，珟Ｍ１，珟Ｍ２，珓Ｉ１０，珓Ｉ１２，珘Ｔ，珘ｈ，珓ｅ，珘ｗ），
ｕ１＝（ｃ１，ｑ１，Ｍ

１
１，Ｍ

１
２，Ｉ

１
１０，Ｉ

１
１２，Ｔ１，ｈ１，ｅ１，ｗ１），

ｕ２＝（ｃ２，ｑ２，Ｍ
２
１，Ｍ

２
２，Ｉ

２
１０，Ｉ

２
１２，Ｔ２，ｈ２，ｅ２，ｗ２）

定义ＸＴ，Ｍ空间的度量ｄ为
ｄ（ｕ１，ｕ２）＝ ｕ１－ｕ２ Ｃ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

显然度量空间ＸＴ，Ｍ是一个完备的度量空间。
任意 ｕ∈ ＸＴ，Ｍ，我们定义一个 ＸＴ，Ｍ空间上的

映射Ｆ：ＸＴ，Ｍ→Ｘ′Ｔ，Ｍ｜ｕ珘ｕ，其中珘ｕ是如下问题在０
≤ｒ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ区域内的解：

珓ｃ
ｔ
＝Ｄｃ

１
ｒ２

ｒｒ

２珓ｃ
( )ｒ＋λ１（ｗ）珓ｃ１－ｃｃ( ) －

λ２（ｗ）珓ｃ－μｃ珓ｃ－ηｃＴ珓ｃ （２４）
珓ｃ
ｒ
（０，ｔ）＝０，珓ｃ（Ｌ，ｔ）＝０，珓ｃ（ｒ，０）＝ｃ０ ｅ－

ｒ
ε －ｅ－

Ｌ
( )ε

（２５）
珓ｑ
ｔ
＝Ｄｑ

１
ｒ２

ｒｒ

２珓ｑ
( )ｒ－μｑ珓ｑ＋λ３ｃ （２６）

珓ｑ
ｒ
（０，ｔ）＝０，珓ｑ（Ｌ，ｔ）＝０，

珓ｑ（ｒ，０）＝
λ３
μｑ
ｃ０ ｅ－

ｒ
ε －ｅ－

Ｌ
( )ε （２７）

珟Ｍ１
ｔ
＝Ｄｍ１

１
ｒ２

ｒｒ

２珟Ｍ１
( )ｒ －ｂ１珟Ｍ１＋σ３ｃＭ２

（２８）
珟Ｍ１
ｒ
（０，ｔ）＝０，珟Ｍ１（Ｌ，ｔ）＝０，珟Ｍ１（ｒ，０）＝

ｂ０
ｂ１
ｅ－
Ｌ－ｒ
ε

（２９）
珟Ｍ２
ｔ
＝Ｄｍ２

１
ｒ２

ｒｒ

２珟Ｍ２
( )ｒ －ｋｐ１ｒ２ ｒｒ２珟Ｍ２

珓ｑ
( )ｒ－

σ２珟Ｍ２－σ３ｃ珟Ｍ２＋σ１
Ｍ０ｑ
σ４＋ｑ

（３０）

珟Ｍ２
ｒ
（０，ｔ）＝０，珟Ｍ２（Ｌ，ｔ）＝０，珟Ｍ２（ｒ，０）＝

σ０
σ２
ｅ－
Ｌ－ｒ
ε

（３１）
珓Ｉ１０
ｔ
＝ＤＩ１０

１
ｒ２

ｒｒ

２珓Ｉ１０
( )ｒ －μ１０珓Ｉ１０＋

α１０Ｍ２
１＋ε２ｃＭ２

（３２）
珓Ｉ１０
ｒ
（０，ｔ）＝０，珓Ｉ１０（Ｌ，ｔ）＝０，珓Ｉ１０（ｒ，０）＝

α１０σ０
μ１０σ２

ｅ－
Ｌ－ｒ
ε

（３３）
珓Ｉ１２
ｔ
＝ＤＩ１２

１
ｒ２

ｒｒ

２珓Ｉ１２
( )ｒ －μ１２珓Ｉ１２＋

α１２Ｍ１
１＋ε１ｃＭ１

（３４）
珓Ｉ１２
ｒ
（０，ｔ）＝０，珓Ｉ１２（Ｌ，ｔ）＝０，珓Ｉ１２（ｒ，０）＝

α１２ｂ０
μ１２ｂ１

ｅ－
Ｌ－ｒ
ε

（３５）

珘Ｔ
ｔ
＝Ｄｔｃ

１
ｒ２

ｒｒ

２珘Ｔ
( )ｒ－β１

１
ｒ２

ｒｒ

２珘Ｔ
珓Ｉ１２
( )ｒ·

ｋ
ｋ＋Ｉ１０

－μＴ珘Ｔ＋
ｋ

ｋ＋Ｉ１０
·
β２Ｉ１２
ｃ５＋Ｉ１２

（３６）

珘Ｔ
ｒ
（０，ｔ）＝０，珘Ｔ（Ｌ，ｔ）＝０，珘Ｔ（ｒ，０）＝γｅ－

Ｌ－ｒ
ε

（３７）
珘ｈ
ｔ
＝Ｄｈ

１
ｒ２

ｒｒ

２珘ｈ
( )ｒ－μｈ珘ｈ＋

λ５（ｗ）ｃ－λ６（ｗ）
ｑ
１＋ｑ·

Ｍ２
１＋ε２ｃＭ２

（３８）

珘ｈ
ｒ
（０，ｔ）＝０，珘ｈ（Ｌ，ｔ）＝０，

珘ｈ（ｒ，０）＝ｈ０ ｅ－
ｒ
ε －ｅ－

Ｌ
( )ε ＋ｈ１ｅ

－Ｌ－ｒε （３９）

珓ｅ
ｔ
＝Ｄｅ

１
ｒ２

ｒｒ

２珓ｅ
( )ｒ－ｋｈ

１
ｒ２

ｒｒ

２珓ｅ
珘ｈ
( )ｒ （４０）

珓ｅ
ｒ
（０，ｔ）＝０，

珓ｅ
ｒ
（Ｌ，ｔ）＋μ（珓ｅ（Ｌ，ｔ）－ｅ０）＝０，

珓ｅ（ｒ，０）＝ｅ０ｅ
－Ｌ－ｒε （４１）

珘ｗ
ｔ
＝Ｄｗ

１
ｒ２

ｒｒ

２珘ｗ
( )ｒ－λ９（Ｍ１＋Ｍ２）珘ｗ－

λ１０ｃ珘ｗ＋λ８ｅ （４２）
珘ｗ
ｒ
（０，ｔ）＝０，珘ｗ（Ｌ，ｔ）＝ｗ０，珘ｗ（ｒ，０）＝ｗ０ｅ

－Ｌ－ｒε

（４３）
下面证明Ｆ是映到自身的。

①由上下解原理易得
珓ｃ，珓ｑ，珟Ｍ１，珟Ｍ２，珓Ｉ１０，珓Ｉ１２，珘Ｔ，珘ｈ，珓ｅ，珘ｗ≥０

　　② 已知方程 （２４）的系数属于Ｃα，
α
２（珚ＱＴ），则

由引理２可得，问题 （２４） －（２５）有唯一解珓ｃ∈

Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ），满足
珓ｃＣ２＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤ 珓ｃ（ｒ，０）Ｃ２＋α［０，Ｌ］≡Ｃ１

再由引理３，有
珓ｃＣ１＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤

珓ｃ（ｒ，０）Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋ 珓ｃ－珓ｃ（ｒ，０）Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤
珓ｃ（ｒ，０）Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃξ（Ｔ）Ｃ１ （４４）

由于ｌｉｍ
Ｔ→０
ξ（Ｔ）＝０，由式 （４４）可知，只要取Ｔ充

分小，总可以找到一个常数Ｍ＞ 珓ｃ（ｒ，０）Ｃ１＋α［０，Ｌ］，

使得

珓ｃＣ１＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤Ｍ （４５）

同理，考虑问题 （２６） － （４３）。由引理２和引理
３可得，当Ｔ取充分小时，总可以找到一个常数 Ｍ
使得

９３
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珓ｑＣ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，珟Ｍ１ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，
珟Ｍ２ Ｃ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，
珓Ｉ１０ Ｃ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，珓Ｉ１２ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，
珘ＴＣ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，
珘ｈＣ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，珓ｅＣ１＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤Ｍ，
珘ｗＣ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ

综上所述，取

Ｍ ＞ｍａｘ　
　
珓ｃ（ｒ，０）Ｃ１＋α，珓ｑ（ｒ，０）Ｃ１＋α{ ，

珟Ｍ１（ｒ，０）Ｃ１＋α，珟Ｍ２（ｒ，０）Ｃ１＋α，珓Ｉ１０（ｒ，０）Ｃ１＋α，

珓Ｉ１２（ｒ，０）Ｃ１＋α，珘Ｔ（ｒ，０）Ｃ１＋α，珘ｈ（ｒ，０）Ｃ１＋α，

珓ｅ（ｒ，０）Ｃ１＋α，珘ｗ（ｒ，０）Ｃ１＋α }　　，（ｒ∈［０，Ｌ］）
则当Ｔ＞０充分小时，有珘ｕ∈ＸＴ，Ｍ，从而得证Ｆ是
ＸＴ，Ｍ映到自身的映射。

下面证明 Ｆ为压缩映射。对任意的 ｕ１，ｕ２∈
ＸＴ，Ｍ，令Ｆ（ｕ１）＝珘ｕ１，Ｆ（ｕ２）＝珘ｕ２及珘ｕ ＝珘ｕ１－珘ｕ２，
记ｄ＝ｄ（ｕ１，ｕ２）。

（ｉ）记珓ｃ ＝珓ｃ１－珓ｃ２，由式 （２４） －（２５）有
珓ｃ

ｔ
＝Ｄｃ

１
ｒ２

ｒｒ

２珓ｃ

( )ｒ ＋λ１（ｗ１）１－
ｃ１
ｃ( ) 珓ｃ －

λ２（ｗ１）珓ｃ －μｃ珓ｃ －ηｃＴ珓ｃ ＋ｆｃ （４６）
珓ｃ

ｒ
（０，ｔ）＝０，珓ｃ（Ｌ，ｔ）＝０，珓ｃ（ｒ，０）＝０

（４７）
其中

ｆｃ＝珓ｃ２ λ１（ｗ１）１－
ｃ１
ｃ( ) －λ１（ｗ２）１－ｃ２ｃ( )[ ]

＋

珓ｃ２［λ２（ｗ２）－λ２（ｗ１）］＋ηｃ珓ｃ２（Ｔ２－Ｔ１）
易知

ｆｃ Ｃα，α２（珚ＱＴ）≤

珓ｃ２ λ１（ｗ１）１－
ｃ１
ｃ( ) －λ１（ｗ２）１－ｃ２ｃ( )[ ]

Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）

＋

珓ｃ２［λ２（ｗ２）－λ２（ｗ１）］Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）

＋

ηｃ珓ｃ２（Ｔ２－Ｔ１）Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）

由λ２（ｗ）的表达式可知，λ２（ｗ）可表示为ａｗｗ＋ｂｗ

∈Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）（其中ａｗ，ｂｗ为根据 ｗ不同的取值范

围而取不同值的常数），从而有

λ２（ｗ２）－λ２（ｗ１）Ｃα（珚ＱＴ）
＝

ａｗ２ｗ２＋ｂｗ２－ａｗ１ｗ１－ｂｗ１ Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）

≤

ａ０（ｗ２－ｗ１）＋ｂ０ Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）

＝

ａ０（ｗ２－ｗ１）Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）

≤
ａ０（ｗ２－ｗ１）Ｃ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

其中ａ０ ＝ｍａｘ｛ａｗ１，ａｗ２｝，ｂ０ ＝ｍａｘ｛ｂｗ２－ｂｗ１｝。
由式 （４５）和λ１（ｗ）连续有界可得

ｆｃ Ｃα，α２（珚ＱＴ）≤Ｃ（Ｔ，Ｍ）ｄ

由引理２可知，方程 （４６） －（４７）有估计
珓ｃ Ｃ２＋α，１＋

α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ）ｆｃ Ｃα，α２（珚ＱＴ）≤Ｃ（Ｔ，Ｍ）ｄ

继而由引理３得
珓ｃ Ｃ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，Ｍ）ｄ

　　 （ｉｉ）同理，记 珓ｑ ＝珓ｑ１－珓ｑ２，由式 （２６） －
（２７）有
珓ｑ

ｔ
＝Ｄｑ

１
ｒ２

ｒｒ

２珓ｑ

( )ｒ －μｑ珓ｑ ＋λ３（ｃ１－ｃ２），
珓ｑ

ｒ
（０，ｔ）＝０，珓ｑ（Ｌ，ｔ）＝０，珓ｑ（ｒ，０）＝０

应用 引 理 ２和 引 理 ３得 珓ｑ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤
Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，Ｍ）ｄ。

记 珟Ｍ１ ＝珟Ｍ
１
１－珟Ｍ

２
１，由式 （２８） －（２９）有

珟Ｍ１
ｔ
＝Ｄｍ１

１
ｒ２

ｒｒ

２珟Ｍ

１

( )ｒ －ｂ１珟Ｍ１ ＋

σ３ｃ１Ｍ
１
２－σ３ｃ２Ｍ

２
２，

珟Ｍ１
ｒ
（０，ｔ）＝０，珟Ｍ１（Ｌ，ｔ）＝０，珟Ｍ１（ｒ，０）＝０

应用 引 理 ２和 引 理 ３得 珟Ｍ１ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤
Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，Ｍ）ｄ。

记珓Ｉ１０ ＝珓Ｉ
１
１０－珓Ｉ

２
１０，由式 （３２） －（３３）有

珓Ｉ１０
ｔ
＝ＤＩ１０

１
ｒ２

ｒｒ

２珓Ｉ

１０

( )ｒ －μ１０珓Ｉ１０＋ｆＩ１０，
珓Ｉ１０
ｒ
（０，ｔ）＝０，珓Ｉ１０（Ｌ，ｔ）＝０，珓Ｉ１０（ｒ，０）＝０

其中

ｆＩ１０ ＝
α１０Ｍ

１
２

１＋ε２ｃ１Ｍ
１
２
－

α１０Ｍ
２
２

１＋ε２ｃ２Ｍ
２
２

应 用 引 理 ２和 引 理 ３得 珓Ｉ１０ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤
Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，Ｍ）ｄ。

记珓Ｉ１２ ＝珓Ｉ
１
１２－珓Ｉ

２
１２，由式 （３４） －（３５）有

珓Ｉ１２
ｔ
＝ＤＩ１２

１
ｒ２

ｒｒ

２珓Ｉ

１２

( )ｒ －μ１２珓Ｉ１２＋ｆＩ１２，
珓Ｉ１２
ｒ
（０，ｔ）＝０，珓Ｉ１２（Ｌ，ｔ）＝０，珓Ｉ１２（ｒ，０）＝０

其中

ｆＩ１２ ＝
α１２Ｍ

１
１

１＋ε１ｃ１Ｍ
１
１
－

α１２Ｍ
２
１

１＋ε１ｃ２Ｍ
２
１

应 用 引 理 ２和 引 理 ３得 珓Ｉ１２ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤
Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，Ｍ）ｄ。

记 珘ｗ ＝珘ｗ１－珘ｗ２，由式 （４２） －（４３）有

０４
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珘ｗ

ｔ
＝Ｄｗ

１
ｒ２

ｒｒ

２珘ｗ

( )ｒ －
λ９（Ｍ

１
１＋Ｍ

１
２）珘ｗ －λ１０ｃ１珘ｗ ＋ｆｗ，

珘ｗ

ｒ
（０，ｔ）＝０，珘ｗ（Ｌ，ｔ）＝ｗ０，珘ｗ（ｒ，０）＝０

其中

ｆｗ ＝λ９（Ｍ
２
１＋Ｍ

２
２－Ｍ

１
１－Ｍ

１
２）珘ｗ２＋

λ１０（ｃ２－ｃ１）珘ｗ２＋λ８（ｅ１－ｅ２）
应用 引 理 ２和 引 理 ３得 珘ｗ Ｃ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤
Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，Ｍ）ｄ。

（ｉｉｉ）记珟Ｍ２ ＝珟Ｍ
１
２－珟Ｍ

２
２，由式 （３０） －（３１）

有

珟Ｍ２
ｔ
＝Ｄｍ２

１
ｒ２

ｒｒ

２珟Ｍ

２

( )ｒ －ｋｐ
１
ｒ２

ｒｒ

２珟Ｍ２
珓ｑ１
( )ｒ－

σ２珟Ｍ２ －σ３ｃ１珟Ｍ２ ＋ｆＭ２，

珟Ｍ２
ｒ
（０，ｔ）＝０，珟Ｍ２（Ｌ，ｔ）＝０，珟Ｍ２（ｒ，０）＝０

其中

ｆＭ２ ＝－ｋｐ ｒ珓ｑ( ) ｒ珟Ｍ
２
２－ｋｐ Δｒ珓ｑ( ) 珟Ｍ２２＋

σ３珟Ｍ
２
２（ｃ２－ｃ１）＋σ１Ｍ０

ｑ１
σ４＋ｑ１

－
ｑ２

σ４＋ｑ
( )

２

由不等式

Δｒ珓ｑ Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）

≤ 珓ｑ Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ）ｄ
可推得 ｆＭ２ Ｃα，

α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ，Ｍ）ｄ。
应用引理２和引理３得

珟Ｍ２ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，Ｍ）ｄ

　　同理，记珘Ｔ ＝珘Ｔ１－珘Ｔ２，令 （Δｒ＝Δ，ｒ＝
），由式 （３６） －（３７）得

珘Ｔ

ｔ
＝ＤｔｃΔ珘Ｔ －β１ 珘Ｔ珓Ｉ１１( )

２·

ｋ
ｋ＋Ｉ１１０

－μＴ珘Ｔ ＋ｆＴ，

珘Ｔ

ｒ
（０，ｔ）＝０，珘Ｔ（Ｌ，ｔ）＝０，珘Ｔ（ｒ，０）＝０

其中

ｆＴ ＝β１
ｋ

ｋ＋Ｉ２１０
珓Ｉ２１２－

ｋ
ｋ＋Ｉ１１０

珓Ｉ１１( )２ 珘Ｔ２＋
β１

ｋ
ｋ＋Ｉ２１０

Δ珓Ｉ２１２－
ｋ

ｋ＋Ｉ１１０
Δ珓Ｉ１１( )２ 珘Ｔ２＋

ｋ
ｋ＋Ｉ１１０

·
β２Ｉ

１
１２

ｃ５＋Ｉ
１
１２
－ ｋ
ｋ＋Ｉ２１０

·
β２Ｉ

２
１２

ｃ５＋Ｉ
２
１２

同样地，应用引理２和引理３得 珘Ｔ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤
Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，Ｍ）ｄ。

记珘ｈ ＝珘ｈ１－珘ｈ２，由式 （３８） －（３９）有
珘ｈ

ｔ
＝Ｄｈ

１
ｒ２

ｒｒ

２珘ｈ

( )ｒ －μｈ珘ｈ ＋ｆｈ，

珘ｈ

ｒ
（０，ｔ）＝０，珘ｈ（Ｌ，ｔ）＝０，珘ｈ（ｒ，０）＝０ 其

中

ｆｈ ＝λ５（ｗ１）（ｃ１－ｃ２）－［λ５（ｗ１）－λ５（ｗ２）］ｃ２＋

λ６（ｗ１）
ｑ１
１＋ｑ１

·
Ｍ１２

１＋ε２ｃ１Ｍ
１
２
－

Ｍ２２
１＋ε２ｃ２Ｍ

( )２
２

＋

Ｍ２２
１＋ε２ｃ２Ｍ

２
２
λ６（ｗ１）

ｑ１
１＋ｑ１

－
ｑ２
１＋ｑ( )

２
[ －

（λ６（ｗ１）－λ６（ｗ２））
ｑ２
１＋ｑ]

２

由引理２和引理３得 珘ｈ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，

Ｍ）ｄ。
记珓ｅ ＝珓ｅ１－珓ｅ２，由式 （４０） －（４１）有

珓ｅ

ｔ
＝Ｄｅ

１
ｒ２

ｒｒ

２珓ｅ

( )ｒ －ｋｈ
１
ｒ２

ｒｒ

２珓ｅ
珘ｈ１
( )ｒ＋ｆｅ，

珓ｅ

ｒ
（０，ｔ）＝０，

珓ｅ

ｒ
（Ｌ，ｔ）＋μ珓ｅ（Ｌ，ｔ）＝０，珓ｅ（ｒ，０）＝０

其中

ｆｅ＝ｋｈ
１
ｒ２

ｒ
ｒ２珓ｅ２

珘ｈ２
ｒ
－
珘ｈ１
( )( )ｒ ＝

ｋｈ 珘ｈ２－珘ｈ( )
１ 珓ｅ２＋ｋｈ Δ珘ｈ２－Δ珘ｈ( )

１
珓ｅ２

由引理２和引理３得 珓ｅ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤ Ｃξ( )ＴＣ（Ｔ，

Ｍ）ｄ。
综上所述，

珘ｕ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ，Ｍ）ξ( )Ｔｄ

其中ξ（Ｔ）＝ｍａｘ｛Ｔα／２，Ｔ（１＋α）／２｝。
我们取 Ｔ充分小，使得 Ｃ（Ｔ，Ｍ）ξ（Ｔ）＜１，

则映射Ｆ为压缩映射。由Ｂａｎａｃｈ不动点定理可知，
当Ｔ充分小时，Ｆ在 ＸＴ，Ｍ上存在唯一不动点 （ｃ，ｑ，
Ｍ１，Ｍ２，Ｉ１０，Ｉ１２，Ｔ，ｈ，ｅ，ｗ），其正是问题 （１） －
（２０）在空间ＸＴ，Ｍ上的唯一解，且由以上证明过程
可知Ｔ依赖于 ｕ（ｘ，０）在空间 Ｃ２＋α［０，Ｌ］上范数的
上确界。

综上所述可得如下定理。

定理２　存在Ｔ＞０，对所有ｔ∈ ［０，Ｔ］，问
题 （１） －（２０）在度量空间 ＸＴ，Ｍ上存在唯一解，
其中Ｔ依赖于 ｕ（ｒ，０）在空间 Ｃ２＋α［０，Ｌ］上范数的
上确界。

３　整体解的存在唯一性
由上下解原理，可直接推得以下引理。

引理４　问题 （１） －（２０）的解有如下结论
成立

ｃ，ｑ，Ｍ１，Ｍ２，Ｉ１０，Ｉ１２，Ｔ，ｈ，ｅ，ｗ≥０

１４
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　　引理５　任意１＜ｐ＜∞，存在一个依赖于时
间Ｔ的常数Ｃｐ（Ｔ），满足

ｃＬｐ（ＱＴ）≤Ｃｐ（Ｔ），ｑＬｐ（ＱＴ）
≤Ｃｐ（Ｔ），

Ｍ２ Ｌｐ（ＱＴ）
≤Ｃｐ（Ｔ）

　　证明　 （ｉ）由引理４知ｃ≥０，Ｔ≥０，从而由
方程 （１）可得不等式

ｃ
ｔ≤

ＤｃΔｃ＋λ１ｃ （４８）

将上式 （４８）两边同乘 ｃｋ（ｋ＞０）并在 Ｑｔ（ｔ∈
［０，Ｔ］）上积分得

∫
ｔ

０∫
Ｌ

０

ｃ
τ
ｃｋｄｘｄτ≤Ｄｃ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Δｃ·ｃｋｄｘｄτ＋

λ１∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｃｋ＋１ｄｘｄτ：＝Ｉ１＋Ｉ２ （４９）

不等式 （４９）左边易得

∫
ｔ

０∫
Ｌ

０

ｃ
τ
ｃｋｄｘｄτ＝ １

ｋ＋１∫
Ｌ

０

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０
ｃｋ＋１ｄτｄｘ＝

１
ｋ＋１·

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
ｃｋ＋１ｄｘｄτ （５０）

不等式 （４９）右边第一项Ｉ１通过分部积分得

Ｉ１ ＝－Ｄｃｋ∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｃ２ｃｋ－１ｄｘｄτ≤０ （５１）

将式 （５０） －（５１）代入式 （４９）得
ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
ｃｋ＋１ｄｘｄτ≤（ｋ＋１）λ１∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
ｃｋ＋１ｄｘｄτ

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得
ｃＬｐ（ＱＴ）≤Ｃｐ（Ｔ），（ｐ＞１）

　　 （ｉｉ）由引理４知ｑ≥０，从而由方程 （２）可
得不等式

ｑ
ｔ≤

ＤｑΔｑ＋λ３ｃ （５２）

将上式 （５２）两边同乘 ｑｋ（ｋ＞０）并在 Ｑｔ（ｔ∈
［０，Ｔ］）上积分得

∫
ｔ

０∫
Ｌ

０

ｑ
τ
ｑｋｄｘｄτ≤Ｄｑ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Δｑ·ｑｋｄｘｄτ＋

λ３∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｃｑｋｄｘｄτ：＝Ｉ３＋Ｉ４ （５３）

式 （５３）左边易得

∫
ｔ

０∫
Ｌ

０

ｑ
τ
ｑｋｄｘｄτ＝ １

ｋ＋１∫
Ｌ

０

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０
ｑｋ＋１ｄτｄｘ＝

１
ｋ＋１·

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
ｑｋ＋１ｄｘｄτ （５４）

考虑式 （５３）右边第一项Ｉ３，通过分部积分得

Ｉ３ ＝－Ｄｑｋ∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｑ２ｑｋ－１ｄｘｄτ≤０ （５５）

考虑式 （５３）右边第二项Ｉ４，由Ｈｌｄｅｒ不等式得

Ｉ４≤λ３ ｃＬｐ（ＱＴ）∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｑｋ＋１ｄｘｄ( )τ

ｋ
ｋ＋１≤

Ｃ（Ｔ）∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｑｋ＋１ｄｘｄτ＋( )１ （５６）

将式 （５４） －（５６）代入式 （５３）得
ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
ｑｋ＋１ｄｘｄτ≤

Ｃ（Ｔ）（ｋ＋１）∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｑｋ＋１ｄｘｄτ＋( )１

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得
ｑＬｐ（ＱＴ）

≤Ｃｐ（Ｔ），（ｐ＞１）

　　注１　已知ｃ∈Ｌｐ（ＱＴ），则由引理１可知，方
程 （２）有唯一解 ｑ∈ Ｗ２，１ｐ （ＱＴ）且满足 ｑＷ２，１ｐ （ＱＴ）

≤ Ｃｐ（Ｔ），再由 Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理 Ｗ
２，１
ｐ （ＱＴ）→

Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ＱＴ），０＜α＜１－
５
ｐ，ｐ＞５可推得ｑ∈

Ｃα，α／２（珚ＱＴ），故在有界区域 ＱＴ上有 ｑＬ∞ ≤
Ｃ（Ｔ）。

（ｉｉｉ）由引理４知ｃ≥０，ｑ≥０，Ｍ２≥０，从而
由方程 （４）得不等式

Ｍ２
ｔ≤

Ｄｍ２ΔＭ２－ｋｐｑ·

Ｍ２－ｋｐΔｑ·Ｍ２＋
σ１Ｍ０
σ４

ｑ （５７）

对上式 （５７）两边同乘Ｍｋ２（ｋ＞０）并在Ｑｔ（ｔ∈
［０，Ｔ］）上积分得

∫
ｔ

０∫
Ｌ

０

Ｍ２
τ
Ｍｋ２ｄｘｄτ≤Ｄｍ２∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
ΔＭ２·Ｍ

ｋ
２ｄｘｄτ－

ｋｐ∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｑ·Ｍ２·Ｍ

ｋ
２ｄｘｄτ－ｋｐ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Δｑ·Ｍｋ＋１２ ｄｘｄτ＋

σ１Ｍ０
σ４∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
ｑ·Ｍｋ２ｄｘｄτ：＝Ｉ５＋Ｉ６＋Ｉ７＋Ｉ８（５８）

不等式 （５８）左边易得

∫
ｔ

０∫
Ｌ

０

Ｍ２
τ
Ｍｋ２ｄｘｄτ＝

１
ｋ＋１∫

Ｌ

０

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０
Ｍｋ＋１２ ｄτｄｘ＝

１
ｋ＋１·

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍｋ＋１２ ｄｘｄτ （５９）

考虑不等式 （５８）右边第一项 Ｉ５，通过分部积分
得

Ｉ５ ＝－Ｄｍ２ｋ∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍ２

２Ｍｋ－１２ ｄｘｄτ０（６０）

考虑不等式 （５８）右边第二项 Ｉ６和第三项 Ｉ７，通
过分部积分得

Ｉ６＋Ｉ７ ＝ｋ·ｋｐ∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｑ·Ｍ２·Ｍ

ｋ
２ｄｘｄτ

再由 ｑＬ∞ ≤Ｃ（Ｔ）及带ε的Ｙｏｕｎｇ不等式得
Ｉ６＋Ｉ７≤ｋｋｐ ｑＬ∞·

２４
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ε
２∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍ２

２·Ｍｋ－１２ ｄｘｄτ＋
１
２ε∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍｋ＋１２ ｄｘｄ( )τ≤

Ｃ（Ｔ）ε２∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍ２

２·Ｍｋ－１
２ ｄｘｄτ＋

Ｃ（Ｔ）
２ε∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍｋ＋１
２ ｄｘｄτ

（６１）
结合式 （６０）和式 （６１），可以取ε＝ε０足够小，

使得 －Ｄｍ２ｋ＋
Ｃ（Ｔ）
２ ε０ ＜０，则有

Ｉ５＋Ｉ６＋Ｉ７ ＜
Ｃ（Ｔ）
２ε０∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍｋ＋１２ ｄｘｄτ （６２）

考虑不等式 （５８）右边第四项 Ｉ８，由 Ｈｌｄｅｒ不等
式得

Ｉ８≤
σ１Ｍ０
σ４

ｑＬｋ＋１（ＱＴ）∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍｋ＋１２ ｄｘｄ( )τ

ｋ
ｋ＋１≤

Ｃ（Ｔ）∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍｋ＋１２ ｄｘｄτ＋( )１ （６３）

将式 （５９）、（６２）和式 （６３）代入式 （５８）得
ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍｋ＋１２ ｄｘｄτ≤Ｃ１（Ｔ）∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
Ｍｋ＋１２ ｄｘｄτ＋Ｃ２（Ｔ）

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得
Ｍ２ Ｌｐ（ＱＴ）

≤Ｃｐ（Ｔ），（ｐ＞１）

　　注２　已知ｃ，Ｍ２∈Ｌ
ｐ（ＱＴ），且由Ｈｌｄｅｒ不等

式有

ｃ·Ｍ２ Ｌｐ（ＱＴ）
≤ ｃＬｐ１（ＱＴ） Ｍ２ Ｌｐ２（ＱＴ）

其中
１
ｐ＝

１
ｐ１
＋１ｐ２
。则ｃ·Ｍ２∈Ｌ

ｐ（ＱＴ）。从而由引

理１知，方程 （３）有唯一解Ｍ１∈ Ｗ
２，１
ｐ （ＱＴ）。再

由Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理 Ｗ２，１ｐ （ＱＴ）→ Ｃ
１＋α，（１＋α）／２（珚ＱＴ），０

＜α＜２－５ｐ，ｐ＞
５
２可得Ｍ１∈Ｃ

１＋α，（１＋α）／２（珚ＱＴ）。

引理６　ｃ，ｑ，Ｍ１，Ｍ２，Ｉ１０，Ｉ１２，Ｔ，ｈ，ｅ，ｗ１∈Ｃ
２＋α，１＋α／２（珔ＱＴ），

即存在一个依赖于时间Ｔ的常数Ｃ（Ｔ），满足
ｕＣ２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ）

　　证明　由ｃ，Ｍ１≥０且Ｍ１∈Ｃ
１＋α，（１＋α）／２（珚ＱＴ）可

知，方程 （６）的系数属于 Ｃα，α／２（珚ＱＴ），则由引理
２得 Ｉ１２∈ Ｃ

２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）。同理，方程 （１） －
（２） 和 （７） 可 由 引 理 ２ 得 Ｔ，ｃ，ｑ ∈
Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）。

又由非负 ｃ，ｑ∈ Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）可知，方程
（４）的系数属于Ｃα，α／２（珚ＱＴ），则由引理２得Ｍ２∈
Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）。同理，方程 （３）、 （５）和 （８）
由非负Ｍ２，ｃ，ｑ∈Ｃ

２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）和引理２得Ｍ１，Ｉ１０，
ｈ∈Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）；从而可知方程 （９）的系数属
于Ｃα，α／２（珚ＱＴ），由引理２得ｅ∈Ｃ

２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）。最
后，由 Ｍ１，Ｍ２，ｃ，ｅ∈ Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）可知，方程

（１０）的系数属于Ｃα，α／２（珚ＱＴ），则由引理２得 ｗ∈
Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ）。

综上所述证得 ｕ∈ Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ＱＴ），即引理 ６
得证。

通过定理２、引理４和引理６以及时间 Ｔ的任
意性可证得本文主要结论定理１。
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